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Реферат. В статье в кратком изложении приводится обзор литературы по теории и методикам расчета шарнирно  
соединенных или шарнирно сочлененных конструкций на упругом основании. Автор ссылается на работы Б. Г. Коре- 
нева, Г. Я. Попова, И. А. Симвулиди, Р. В. Серебряного, А. Г. Юрьева, в которых с помощью различных подходов 
проведены исследования по расчету шарнирно соединенных балок и плит на упругом основании. Из анализа научной 
литературы по рассматриваемой тематике можно сделать вывод об отсутствии общего подхода к решению этой про-
блемы, справедливого для любых шарнирно соединенных балок и плит, лежащих на любой модели упругого основа-
ния при действии на них произвольной внешней нагрузки. Кроме того, аналогичная проблема по данному виду ин-
женерных расчетов наблюдается и в нормативных документах. В Республике Беларусь для расчета несущих элемен-
тов дорожных покрытий для автомобильных дорог различного назначения и поперечного строения пути используется 
ряд отраслевых документов, в которых дорожная одежда с несущим элементом и соединение элементов между собой 
(шарнирное или жесткое) рассматриваются в несвязной постановке. В статье предлагается универсальный подход для 
расчета шарнирно соединенных балок на упругом основании, базирующийся на смешанном методе строительной 
механики с учетом соотношений Жемочкина для функций влияний упругой среды. В расчет принимаются следую-
щие гипотезы и допущения: на контакте балки с основанием действуют только нормальные напряжения, для балок 
справедливы гипотезы теории изгиба, шарниры между балками являются цилиндрическими, распределение контакт-
ных напряжений по ширине балок – равномерное. В результате предлагаемого расчета исследуется напряженно-
деформированное состояние системы из шарнирно соединенных балок на упругом основании, а именно: распределе-
ние контактных напряжений под балками, внутренние усилия в балках и шарнирных соединениях, а также осадки 
упругого основания под ними. Численная реализация этого подхода выполнена с использованием математического 
пакета Mathematica 10.4. Приведены примеры расчета для трех шарнирно соединенных балок на основании Винклера 
и семи – на упругом полупространстве. 
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Development of Calculation Theory for Hinged-Connected Beams on Elastic Base
O. V. Kozunova1)
1)Belarusian State University of Transport (Gomel, Republic of Belarus)
Abstract. The paper provides a brief review of the literature on the theory and methods of calculating hinged-connected  
or articulated structures on an elastic base. The author refers to the works of B. G. Korenev, G. Ya. Popov, I. A. Simvulidi, 
R. V. Serebryany, A. G. Yuriev, in which, using various approaches, studies have been carried out to calculate hinged-
connected beams and slabs on an elastic base. From the analysis of  scientific literature on the topic under consideration, it can
be concluded that there is no general approach to solving this problem, which is valid for any hinged-connected beams and
plates lying on any model of an elastic base under the action of an arbitrary external load.  In addition, a similar problem for
this type of engineering calculations is observed in the normative documents. In the Republic of Belarus, a number of industry
documents have been used to calculate pavement bearing elements for various highways and track transverse structures, in
which road pavements with a load-bearing element and the connection of elements between themselves (hinged or rigid) are
considered in an incoherent formulation. The paper proposes a universal approach for calculating hinged-connected beams on
an elastic foundation, based on the mixed method of structural mechanics, taking into account the Zhemochkin ratios for func-
tions of the elastic medium effects. The following hypotheses and assumptions are taken into account: only normal stresses act
on  the  contact  of  the  beam  with the base, hypotheses  of  the bending  theory are valid  for beams,  hinges  between  the beams
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are cylindrical, and the distribution of contact stresses along the width of the beams is uniform. As a result of the proposed 
calculation, the stress-strain state of a system of hinged-connected beams on an elastic foundation has been investigated, 
namely: distribution of contact stresses under beams, internal forces in the beams and hinged joints, as well as settlements 
of the elastic foundation under them. The numerical implementation of this approach has been performed using the mathemat-
ical package Mathematica 10.4. Examples of calculation are given for different versions of hinged-connected beams and an 
elastic base: for three hinged-connected beams based on Winkler and seven – on an elastic half-space. 
 
Keywords: hinged-connected beams and slabs, mixed method, Zhemochkin relations, Winkler elastic base, elastic half-space, 
stress-strain state 
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Введение. Обзор литературы 
Из анализа научной литературы по расчету 
шарнирно соединенных конструкций на упру-
гом основании можно сделать вывод об отсут-
ствии общего подхода к решению этой пробле-
мы, справедливого для шарнирно соединенных 
балок и плит различной жесткости, лежащих на 
любой модели упругого основания при дей-
ствии на них произвольной внешней нагрузки. 
Одним из первых исследованием напряжен-
но-деформированного состояния (НДС) шар-
нирно соединенных балок и плит на упругом 
основании в СССР занимался Б. Г. Коренев [1], 
который предложил использовать угловую де-
формацию для описания скачка в угловом пе-
ремещении слева и справа от промежуточного 
шарнира между соседними балками.  
Г. Я. Попов [2] применил сложный матема-
тический аппарат для получения точного реше-
ния контактной задачи об изгибе шарнирно  
соединенных балочных плит на упругой полу-
плоскости, что было неприемлемо для инже-
нерных расчетов из-за громоздкости.  
Н. И. Симвулиди [3] предложил интересный 
метод расчета составных балок на упругом ос-
новании (автор так назвал шарнирно соединен- 
ные балки), основанный на расчленении шар-
нирно соединенной конструкции на отдельные 
элементы (простые однопролетные и консоль-
ные) при использовании прерывателей Герсе-
ванова. Однако в этом методе есть существен-
ный недостаток, который не дал ему развиться 
в универсальную методику, а именно: не учи-
тывается взаимное влияние соседних балок и 
трение балок с основанием.  
В [4] Н. И. Симвулиди исследует работу 
жестко соединенных балок на упругом основа-
нии под эксплуатационной нагрузкой в виде 
системы перекрестных фундаментных балок  
с защемленными концами и сетчатых плит.  
Методика этого расчета построена на много-
кратном составлении уравнений прогибов каж-
дой элементарной балки на упругом основании, 
жестко соединенной с другими. Учитывая сов-
местность деформаций в узлах перекрестных 
балок, в самом общем виде получена систе- 
ма уравнений, куда вошли заданная нагрузка, 
искомые силы и моменты, возникающие по 
концам балок (в заделке), и силы в узлах пере-
крестных балок. Методика расчета перекрест-
ных фундаментных балок не учитывает круче-
ние каждой балки, что упрощает инженерный 
расчет, но приводит к заведомо искаженным 
результатам и требует уточнения. 
Р. В. Серебряный [5] дал решение простран-
ственной задачи об изгибе шарнирно соединен- 
ных прямоугольных плит на упругом полупро-
странстве и составил таблицы для облегчения 
инженерных расчетов. В [6] А. Г. Юрьев ис-
пользовал интегральный метод Л. П. Виноку-
рова для решения этой задачи.  
Автор данной статьи предлагает универсаль-
ный подход для статического расчета шарнирно 
соединенных балок на упругом основании. Рас-
чет ведется смешанным методом [7] с использо-
ванием соотношений Жемочкина [8] для балок 
различной длины и жесткости, на любой модели 
упругого основания и при действии произволь-
ной внешней вертикальной нагрузки. 
Постановка задачи. Граничные условия 
В статическом расчете рассматривается си-
стема из шарнирно соединенных балок на 
упругом основании под действием внешней 
нагрузки (рис. 1). В результате расчета иссле-
дуется НДС этой системы, а именно: распреде-
ление контактных напряжений под балками, 
усилия в балках и шарнирных соединениях,  
а также осадки упругого основания под ними.  
Считается [9], что на контакте балки с осно-
ванием действуют только нормальные напря-
жения, для балок справедливы гипотезы теории 
изгиба, шарниры между балками являются иде-
альными, цилиндрическими, без трения. Рас-
пределение контактных напряжений по ширине 
балок – равномерное.  
Рис. 1. Система из шарнирно соединенных балок  
на упругом основании 
Fig. 1. System of articulated beams 
on elastic foundation 
E, , h 
EI
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Алгоритм расчета 
Разобьем каждую балку на участки равной 
длины и в центре каждого участка поставим 
вертикальную связь, через которую осущест- 
вляется контакт балки с упругим основани- 
ем (рис. 2). Полученную многократно статиче-
ски неопределимую систему решаем смешан-
ным методом строительной механики [7], приняв  
за неизвестные усилия Xk в связях Жемочкина 
на контакте балок и основания, линейные uk  
и угловые k перемещения введенного на краях 
балок защемления и поперечные силы Qk в раз-
резанных промежуточных шарнирах (рис. 3).  
Рис. 2. Связи Жемочкина на контакте балок и основания 
Fig. 2. Zhemochkin connections at the contact  
of beams and base 
Основная система смешанного метода при-
ведена на рис. 3. 
 y                   Q1                   Q2                   Q3                  Q4 
Рис. 3. Основная система смешанного метода 
Fig. 3. Mixed method basic system 
Система канонических уравнений смешан-
ного метода для расчета одной балки с номе- 
ром i имеет вид:  
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где m – число участков Жемочкина на балке;  
ui, i – неизвестные линейное и угловое пере-
мещения введенного защемления на балке с 
номером i; R, M – равнодействующая внешних 
сил и момент равнодействующей относительно 
введенного защемления на балке с номером i; 
Qi – поперечная сила в разрезанном шарнире по 
правую сторону балки с номером i; Xk – усилие 
в связи Жемочкина с номером k. 
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 где K – коэффициент постели упругого основа-
ния; EIб – изгибная жесткость балки. 














    (3) 
где Ео, о – упругие параметры основания; Fi,k – 
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b, c – размеры участка Жемочкина на балке (b – 
ширина балки).  
При иной модели упругого основания соот-
ношение Жемочкина (4) меняется как для двух-
слойного [10], так и для комбинированного ос-
нования [11].
 
Прогибы балки в основной системе сме-
шанного метода с защемлением на краю балки 








i k k i
k i i





    
 




  (5) 
Свободные члены системы (1) зависят от 
вида внешней нагрузки и определяются с ис-
пользованием формул (5). Последнее уравнение 
в (1) выражает условие отсутствия взаимного 
E, , h 




u1 u2 u3 u4 u5 Xk Xi X1 X2 
(1)
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вертикального перемещения в промежуточном 
шарнире между соседними балками. 
Если обозначить число балок через N, то 
общее число неизвестных усилий в связях Же-
мочкина, линейных и угловых перемещений 
введенных защемлений на балках и попереч-
ных сил в промежуточных шарнирах для расче-
та рассматриваемой системы составных балок 
выразится формулой  
 
( 2) 1.N m N            (6) 
Структура системы разрешающих уравнений 
для системы балок представлена на рис. 4. Блоки 
по главной диагонали образованы по системе (1), 
побочные блоки являются нулевыми для основа-
ния Винклера. Для упругого полупространства 
они характеризуют взаимное влияние балок и 
определяются с использованием формул (4). 
На рис. 4 введены следующие обозначения 
блоков системы разрешающих уравнений: Dii – 
блоки по главной диагонали системы разреша-
ющих уравнений: D11 – левый блок главной 
диагонали матрицы коэффициентов, состав-
ленный для первой слева балки, не учитывает 
влияние смежных балок; D22 – средний блок 
главной диагонали матрицы коэффициентов, 
составленный для средней балки, тоже не учи-
тывает влияние смежных балок, и т. д.; Dij – 
побочные блоки системы разрешающих урав-
нений: D12 – побочный блок, составленный  
для первой балки, но от воздействий на второй 
балке, т. е. учитывает влияние смежных ба- 
лок, и т. д. 
 Q1 
Рис. 4. Структура системы разрешающих уравнений  
Fig. 4. Structure of system of resolving equations 
Численные результаты 
Пример 1. Рассмотрим систему из трех 
шарнирно соединенных жестких балок одина-
ковой длины l на упругом основании Винклера 
с  = 10 кН/м3. 
Собственный вес балки 20 кН. Средняя  
балка центрально нагружена силой 100 кН.  
При расчете балка разбивается на девять участ-
ков Жемочкина.  
На рис. 5 показан график распределения нор-
мальных напряжений  на контакте шарнирно 
соединенных балок с упругим основанием. 
 , кПа 
Рис. 5. Распределение нормальных напряжений  
на контакте шарнирно соединенных балок  
с упругим основанием 
Fig. 5. Distribution of normal stresses  
at the contact of articulated beams  
with elastic foundation 
Очевидно, что график перемещений шар-
нирно соединенных балок на их контакте с упру-
гим основанием получается из графика рас- 
пределения нормальных напряжений (рис. 5) 
умножением ординат напряжений на постоян-
ный множитель. 
Поперечные силы в цилиндрических шар-
нирах, соединяющих соседние балки, одина- 
ковы. Согласно расчетам, их значения рав- 
ны 13,25 кН. 
Пример 2. Рассчитаем систему из семи 
шарнирно соединенных гибких балок из метал-
лополимерного материала, каждая из которых 
одинаковой длины (3,6 м), ширины (0,4 м)  
и высоты (0,3 м), изгибной жесткостью EIб = 
= 1000 кНм2 на упругом полупространстве  
с упругими параметрами Ео = 20 МПа, о = 0,3. 
Балки загружены равномерно распределенной 
нагрузкой q = 10 кПа. При расчете балка разби-
валась на девять участков Жемочкина. 
На рис. 6 приведен график распределе- 
ния контактных напряжений  под шарнирно 
соединенными гибкими балками из металлопо-
лимерного материала. 
Рис. 6. Распределение контактных напряжений  
под шарнирно соединенными (составными)  
гибкими балками из металлополимерного материала 
Fig. 6. Distribution of contact stresses  
under articulated (composite)  
flexible beams made of metal-polymer material 
D11 D12 D13 
D21 D22 D23 
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Пример 3. Рассчитаем систему из семи 
шарнирно соединенных гибких балок из сбор-
ного железобетона, выбранных по грузоподъ-
емности и несущей способности в соответствии 
с серией 1.415.1-2 Типовые конструкции, изде-
лия и узлы зданий и сооружений «Балки фун-
даментные железобетонные для наружных и 
внутренних стен производственных зданий 
промышленных предприятий», выпуск 5 [12]. 
Графики распределения поперечных сил Q  
в шарнирах составных гибких балок из метал-
лополимерного материала и их линейные пере-
мещения u представлены на рис. 7 и 8 соответ-
ственно. 
Каждая из балок марки 4БФ48-5 из бетона 
класса С20/25 (Еб = 29 ГПа) со следующими 
геометрическими и упругими параметрами: 
длина 4,68 м, переменная ступенчатая шири- 
на: 0,52 м – верхняя полка, 0,26 м – нижняя пол-
ка, высота 0,30 м, изгибная жесткость EIб = 
= 18850 кНм2 на упругом полупространстве  
с Ео = 20 МПа, о = 0,3. Балки загружены рав-
номерно распределенной нагрузкой q = 50 кПа. 
При расчете балка разбивалась на девять участ-
ков Жемочкина. 
 
Рис. 7. Распределение поперечных сил  
в шарнирах составных гибких балок  
из металлополимерного материала  
Fig. 7. Distribution of shear forces in hinges 
of composite flexible beams  
made of metal-polymer material 
   5   10         15   20      25    х, м   
Рис. 8. Линейные перемещения шарниров  
составных гибких балок из металлополимерного материала 
Fig. 8. Linear movements of hinges  
of composite flexible beams made of metal-polymer material 
На рис. 9 приведены графики распределения 
контактных напряжений  под шарнирно  
соединенными гибкими балками из сборного 
железобетона. 
Рис. 9. Распределение контактных напряжений  
под шарнирно соединенными гибкими балками  
из сборного железобетона 
Fig. 9. Distribution of contact stresses  
under articulated flexible beams made 
of precast concrete 
На рис. 10, 11 приведены график попереч-
ных сил Q в промежуточных шарнирах соеди-
нения гибких балок из сборного железобетона 
и их линейные перемещения соответственно.  
Рис. 10. Распределение поперечных сил  
в промежуточных шарнирах составных гибких балок  
из сборного железобетона 
Fig. 10. Distribution of shear forces  
in intermediate hinges of composite flexible beams  
made of precast concrete 
 5      10   15    20     25        30       35   х, м   
Рис. 11. Линейные перемещения промежуточных  
шарниров составных гибких балок  
из сборного железобетона 
Fig. 11. Linear displacements of intermediate hinges 
of composite flexible beams  
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ВЫВОДЫ 
1. Предложен общий подход к статическому
расчету шарнирно соединенных балок на упру-
гом основании. Расчет ведется смешанным  
методом с использованием соотношений мето-
да Жемочкина для балок различной длины  
и жесткости, соединенных цилиндрическими 
шарнирами, на любой модели упругого основа-
ния и при действии произвольной внешней вер-
тикальной нагрузки. 
2. Результаты численного расчета соответ-
ствуют гипотезам строительной механики, тео-
рии упругости и механики грунтов и позволяют 
полностью описать напряженно-деформирован- 
ное состояние балок (внутренние усилия), их 
соединений (поперечные силы в шарнирах) и 
упругого основания (осадки), а также более 
корректно описать контактную зону взаимо-
действия балок с основанием.  
3. Возможности предлагаемой методики
расчета шарнирно соединенных балок на раз-
личных упругих основаниях свидетельствуют  
о ее универсальности и применимости при про-
ектировании фундаментов в промышленном и 
гражданском строительстве, а также элементов 
дорожных покрытий при устройстве дорог. 
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